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A matematika alapjai cimii kurzusrél

kosoknak sz016, A matematika alapjai cim@ kurzus felépitésével, tartalmaval,

oktatasaval foglalkozunk. Ezen kurzust a leendé taniték koziil azok végzik, akik
a matematikat valasztottak miveltségi teriiletiiknek. A £ témak a halmazok, a logika, a
kombinatorika, illetve a valoszintiség kombinatorikai alapjai. A témakat heti négy 6ran
at, kétszer két ordban tanulmdanyozzuk: a kurzus egyik felében a halmazok és a logika,
mig a masik felében a kombinatorikai témak kertilnek feldolgozasra. A hallgatok a sze-
meszter elején egy-egy elektronikus jegyzetet kapnak segitségiil a kurzus elvégzéséhez,
e jegyzetek tartalmazzak a f6bb elméleti ismereteket és gyakorlati példakat.

A kurzus halmazokkal és (matematikai) logikaval foglalkozé részének tanitdsdhoz
tobb felsGoktatasi tankonyv, illetve jegyzet is rendelkezésre all (Szendrei és Toth, 1996;
Pappné, 2004; Szendrei, 2006; Virmonostory, 2007). Természetesen ezeknek csak egyes
részei hasznalhatok itt fel, hiszen joval tobbet tartalmaznak, mint amennyi ezen kurzus
elvégzéséhez szitkséges. A kurzus feladataihoz és lehetdségeihez talan Varmonostory
Endre tankonyve all (Vdrmonostory, 2007) legkozelebb, ezért tobb évig ezt a tankonyvet
is dolgoztuk fel, pontosabban ennek elsé felét. De ez a konyv elsésorban a matematika
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szakos tanarképzés részére irodott, ezért annak kovetelményeihez, céljaihoz, lehets-
ségeihez igazodik. Emiatt egyszerre ,,sok” és ,,kevés” is a tanitoképzés szamara. ,,Sok’,
hiszen t6bb anyagot tartalmaz és azt mélyebben targyalja, mint amennyire az a tani-
toképzésben sziikséges és lehetséges. Ugyanakkor ,kevés”, mert azokat a részeket,
amelyek sziikségesek, ,,nem jarja kortl eléggé” De ez természetes is, hiszen ,haladnia
kell” a tobbi anyagrész megfeleld szinti targyaldsa érdekében. Szalay Istvan a tanitok
alapképzéséhez irott tankonyvében (Szalay, 2010) ezt a ,kettés problémat” igyekezett
orvosolni: a kdnyv mottdja ,Kevesebbet, de mélyebben”. Ez t6bb szempontbdl sikeriilt
is neki; sok részletet meritettiink e konyvbdl a kurzus jelenlegi anyaganak osszeallitd-
sahoz.

A kurzus elsé ordjat majdnem teljes egészében az ,ismerkedésre” forditjuk.
A miiveltségi teriilet alacsony hallgatéi 1étszama megengedi, hogy mindenki - az oktatd
is - elmondja, hogyan alakult és milyen a ,,viszonya” a matematikdhoz, miért ezt a terii-
letet valasztotta. Ezzel kozvetlenebbé, ,,személyesebbé” is valik a tanitasi-tanulasi folya-
mat, ami tapasztalatunk szerint segit a kezdeti ,,félelmek’, nehézségek oldasaban.

A moiiveltségteriilet tovabbi specialitdsa, hogy egy ,atmeneti id6szakra” kell felké-
szitenie a hallgatét: az also tagozat ,,szemléletes”, sokszor ,,jatékos” megkozelitése utdn
ekkor kezdédik meg a matematika ,,deduktiv’, ,,szabalyszer” oktatasa. Ebben a ,val-
tasban” kozponti szerepe van a logikdnak és a halmazoknak, mind a matematikai tar-
talom, mind annak nyelvi megformalasa szempontjabol. Tovabba a matematikai téma-
korok koziil ezen a szinten a logika és a halmazok témakoréhez lehet a legtobb kozéleti
témat, gondolatot kapcsolni, ez pedig segit a matematikai gondolatok megértetésében.

Ezen jellemz6k, meggondolasok alapjan igyekeztiink osszeallitani a halmazok-lo-
gika tananyagot és annak feldolgozasi maédjat. A félév soran egy révid, mindossze 5 db
A4-es oldal terjedelmti dokumentumot dolgozunk fel, amely a feladatokat és a sziik-
séges elméleti 9sszefoglaldt is tartalmazza. Természetesen — megfelel$ ismétlés utan —
tamaszkodunk az alapképzés matematikaoktatasara, az ott mar feldolgozott anyagra is.
Féleg a Matematika II. gyakorlatra épitiink, ahol a halmazok és a logika témakorét tar-
gyaltuk; itt ezt fejlesztjiik tovébb. De el6keriilnek a Matematika I. gyakorlat geometria-
val, figgvényekkel és természetes szamokkal kapcsolatos témai, valamint a Matematika
I1. el6adds egyes részei is. Ezaltal bizonyos értelemben a korabban elsajatitott tudast is
rendszerezziik, dsszefoglaljuk. Ugyanakkor el6 is készitiink, ha a matematika mftivelt-
ségi teriilet tovabbi kurzusaira tekintiink: az itt érintett gondolatok, témak gyakran
el6kertilnek majd az Algebra, a Geometria, a Fiiggvények és a Matematika tantdrgy-pe-
dagégia kurzusokon is. Az els6 olvasdsra talan meglep8en kevés anyag képes kitolteni
a kurzust: éppen ez a — kordbban mar emlitett — , kevésség” ad lehetdséget az érintett
témdkban val6 megfelel§ ,elmélyedésre”.

A kurzus kombinatorikai és valdszintiségi témaival foglalkozé részéhez a Sokszint
matematika tankonyveket és feladatgytjteményeket ajanljuk a hallgatéknak (Csordds,
Konfdr, Pintér, Vincze, Kozmdné és Kothencz, 2008; Arki, Konfdrné, Kovdcs, Trembe-
czki és Urbdn, 2009; Kosztoldnyi, Kovdcs, Pintér, Urbdn és Vincze, 2009). Ezekben a
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tankonyvekben joval tobb elméleti anyag és gyakorlati példa talalhato, mint ameny-
nyi a kurzus soran feldolgozasra keriil, és nem is elvards, hogy a tanit6 hallgatdk ilyen
szinten ismerjék a kombinatorikai és valoszintiségi témakat. Azonban hasznos lehet,
ha valahol utdna tudnak nézni fontos fogalmak pontos leirasanak, vagy otletet tud-
nak meriteni leendé 6raikhoz, példaul néhany érdekes, konyvbeli példan keresztiil. Az
oran hasznalt kombinatorikai fogalmakat és példakat egy 11 db A4-es oldal terjedelmu
dokumentumban gytjtottiik 6ssze, amit a félév sordn feldolgozunk, de akar késébb is
hasznalhatjak a tanitok a témak egy révid 6sszefoglalasaként.

Logika, halmazok

A logika és halmazok rész témai: allitas, mtiveletek allitasokkal (tagadas, és, vagy, vagy-
vagy, ha-akkor), egyenértékiiség, feltételek (sziikséges, elégséges), kvantorok (minden,
van olyan), kizarélagossag (egyetlen, csak akkor), formalizalas, kovetkezmény, bizo-
nyitas; halmazmiiveletek (részhalmaz, unid, metszet, kiillonbség, Descartes-szorzat),
halmazok ugyanannyi elemtisége vagy ekvivalencidja, halmazok végessége-végtelen-
sége. Ezek a témak azok koziil valok, amelyek ,klasszikusan szerepelni szoktak” egy
ilyen bevezetd jellegti kurzusban. Természetesen a tanitoképzés specidlis helyzete miatt
egyrészt itt nem olyan mélységben dolgozzuk fel ezeket, mint akar a tanarképzésben,
masrészt itt ki is maradnak témak, amelyek mas szinten el6keriilnének.

A feldolgozott témakkal kapcsolatban néhany dolgot kiemeliink. Rogton az ,,alli-
tas” fogalméval kapcsolatban meglepGdnek a hallgatok, és olyan problémaval talaljak
magukat szemben, amellyel eddig nem nagyon talalkoztak. Az ,allitds” matematikai
definicidja: éllitdsnak nevezziik az olyan kijelenté mondatot, amely vagy igaz, vagy
hamis. (Tehat a két lehetdség koziil az egyik biztosan fennall, de egyszerre a kettd nem.)
A kijelentd mondat fogalmadt a nyelvtanbdl ismerik a hallgatok, ezzel nincs gond. De mit
jelent az, hogy ,igaz’, illetve ,hamis”, és ezeket honnan tudjuk? Meglep6dnek, hogy ez
nem is olyan egyszert dolog, még egyértelmiinek latszé helyzetekben sem. Eddig nem
tudatosult benniik, hogy az igaz-hamis probléma megoldasa minden esetben egyrészt
a pontos fogalmakon mulik: tehat a kijelentésben szerepl6 6sszes fogalomrol egyértel-
muen tudnunk kell, hogy azok mit jelentenek, masrészt a valamire vald hivatkozason
mulik: tehat kell lennie valami ,,alap”-nak, ami alapjan doéntiink. Ezekre a szempon-
tokra mutatunk ra, példékkal. Pl. az ,,A legszebb szin a piros.” kijelenté mondatrol érzik,
hogy nem 4dllitas, mert az szubjektiv, hogy kinek mi a szép. Tehat ez nem allitas, mert
van, aki szerint igaz, és van, aki szerint nem igaz. Ezutan a hallgatok mar konnyen
eldontik, hogy a ,,Van olyan ember, aki szerint a legszebb szin a piros.” mondat egy igaz
allitas: mert ismernek olyan személyt, akinek valéban a piros a legszebb; a ,,Minden
ember szerint a legszebb szin a piros.” mondat pedig egy hamis allitas: mert ismernek
olyan személyt, akinek nem a piros a legszebb szin. Itt tehat megjelenik az igaz-hamis
probléma egyedi-altalanos szempontja, ami pontos fogalmazéssal ,,kezelhetd”. De ilyen
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allitassal is lehet probléma. Pl. a ,,Van olyan ember, akinek 123.456 szdl haja van.” kije-
lent6 mondatnal a hallgatok elbizonytalanodnak, és nem tudjak, igaz vagy hamis, és
ezért nem is biztos, hogy allitds. A megbeszélés utan megértik, hogy ez igenis allitas,
tehat vagy igaz, vagy hamis, csak jelenleg ,.fizikailag” nem tudjuk megmondani, a kett
koziil melyik, hiszen ,fizikailag” nem tudjuk az egyes emberek hajszalait egyenként
megszamolni. Természetesen ramutathatunk mas problémakra is az el6z6 példakkal
kapcsolatban: pl. mit jelent az, hogy ,,piros”? Vannak olyan mondatok is, amelyeknél a
hallgatok nem éreznek problémat. PL. a ,,Ma 2021. szeptember 16. van.” kijelenté mon-
datrdl aznap mind ugy gondoltdk, hogy ez egy igaz dllitas. A probléma ott kezdédik,
hogy ezt honnan tudjuk. Nyilvanvaléan megnézziik a naptarban. De azt honnan tud-
juk, hogy a naptér ,,j&, hogy arra hivatkozhatunk? Ez ,,csak” egy megallapodas: mi most
az un. Gergely-naptart hasznaljuk. Vannak, akik mas naptart hasznalnak, szimukra ez
egy hamis allitas. Itt tehat megjelenik az ,,alap”, amiben ,,megegyeziink’, amire , hivat-
kozunk’, amit ,elfogadunk igaznak™ Ugyanez a helyzet — csak még ,,megdébbentSbb”
a hallgatok szamadra — a ,2x2=4.” és a ,,2x2=>5." kijelenté mondatokkal. Az els6t mind
igaz allitdsnak mondjak, a masodikat mind hamis éllitasnak, de itt sem tudjak, miért.
Itt visszautalunk a Matematika II. eldadason elmondottakra: ott tobb ,,alap”-bdl kiin-
dulva is felépitettiik a természetes szamok, koztiik a 2, a 4 és az 5 fogalmat, az egyenl6-
ség és a szorzat fogalmat, majd az adott ,,alap’-ra hivatkozva bizonyitottuk a ,,2x2=4."
allitas igazsagat. Tehat a matematika nem egyszertien azt mondja, hogy a ,,.2x2=4."
mondat egy igaz allitas, a ,2x2=5.” mondat pedig egy hamis allitas, hanem azt, hogy ha
az adott ,,alap”-ban 1év6 kijelenté mondatok igaz allitasok, akkor a ,,2x2=4." kijelent6
mondat is igaz allitas, a ,2x2=5." mondat pedig hamis allitds. Mindez meglepd a hall-
gatok szamadra! Ezért is foglalkozunk vele tobbszor. Ezek a tapasztalatok kezdik megér-
tetni a hallgatékkal, hogy a matematikaban miért kell az ,,alapokat” nagyon pontosan
megadni, minden fogalmat és allitast nagyon precizen megfogalmazni, és minden 4j
igaz 4llitas igazsagat részletesen bebizonyitani.

Az allitasok egyenértékiiségének (egyenléségének) kérdése is fontos téma. Eleinte
az ilyen kérdéseket a ,jozan ész” alapjan és ,,szemléletesen” probaljuk eldonteni - igy
tesziink a Matematika II. gyakorlaton is -, de bonyolultabb esetekben ez a mddszer mar
»kevés”. Ez mutatja, hogy a tovabbhaladashoz sziikséges az absztrakcid, az elvonatkoz-
tatas, az ,elmélet”. Pl. Osszetett allitasok tagadasanak vizsgalatanal tudjuk ezt j6l bemu-
tatni. Ha a példamondat az, hogy ,, Vettem kenyeret és (vettem) tejet.”, akkor hogyan
fogalmazhatom at ennek tagaddsat, a ,Nem igaz az, hogy vettem kenyeret és tejet.”
mondatot? A Matematika II. gyakorlaton ,,szemléletes” eszkdzok hasznalataval arra
jutottunk, hogy ez a ,,j6” atfogalmazas: ,Nem vettem kenyeret vagy (nem vettem) tejet.”.
Akkor még elég volt ez az eszkdz, mert ott még csak az alsé tagozatra készitiink fel, ahol
~elegendd a szemléletesség”. De ez még nem ,,pontos matematikai bizonyossag”, ami a
késébbiekben mar sziikséges. Ezen a kurzuson mar pontosan meg tudjuk tenni a bizo-
nyitast a megfeleld eszkozok bevezetésével. Ugyanilyen ,,szintlépésre” keriil sor alli-
tasok formalizalasaval kapcsolatban is. A korabban emlitett konyvekben szerepelnek
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magyar kozmondasok, amelyek vizsgalata nagyon tanulsagos: pl. ,,Ki kordn kel, ara-
nyat lel.”. Feltarjuk, mi ennek a kijelenté mondatnak a logikai szerkezete, hogyan lehet
tagadni, illetve megforditani. Az ilyen vizsgalatok az oktatasban majd pl. a geometria
vagy a szamelmélet egyes részeinél lesznek fontosak: pl. ,A négyzet egyben téglalap is.”,
»A 6 tobbszorosei egyben a 3 tobbszorisei is.”.

A kovetkeztetés és a bizonyitds témdjaval zarul a logika rész. Sokszor hasznaljuk a
»kovetkeztetés”, a ,kovetkezmény” szavakat a kdzéletben is. Itt most pontositjuk ezek
matematikai jelentését és haszndlatat, ezzel ramutatva tobb kozéleti ,tévedésre” is. Pl
a ,Ha esik az esd, akkor kinyitom az ernyém.” és a ,,Nem esik az es6.” mondatokbdl a
kozélet hajlamos azt a kovetkeztetést levonni, hogy ,,Nem nyitom ki az ernyém.”. Pedig
matematikai értelemben ez nem kovetkezik beldlik. E téma kapcsan ejthetiink szét
olyan, a kozéletben gyakran hallott kifejezésekrdl is, mint a ,,nem feltétleniil”, a ,kovet-
kezmények nélkiili” vagy a ,kettds mérce”. A kovetkezmény fogalma utan keriilhet sor
néhany bizonyitasra. A kozoktatds matematikdjaban ez a téma visszaszoruldban van,
kevés tapasztalatuk van a hallgatoknak. A Matematika I. és II. kurzusokon foglalkoz-
tunk néhdany ilyen példaval, de f6leg , konkrét” esetekkel és ,,szemléletes” eszkozokkel,
ugyanis als6 tagozaton ez a kérdés még nem fontos. De a fels6 tagozaton mar elSkeriil-
nek olyan témak, illetve kérdések, amelyeket csak akkor tud a tanar pontosan targyalni,
illetve megvélaszolni, ha - a sziikséges szintig — tisztdban van a bizonyitassal. Igyekez-
tiink olyan példékat sszevalogatni, amelyek ismerés problémakat érintenek, tovabba
elég egyszeriiek, hogy meg tudjuk oldani, de azért valamilyen szinten ,kihivast” is
jelentenek a hallgatoknak. Pl.: ,,Pdros természetes szdmok 0sszege biztosan pdros?”. ,,Sza-
badlyos hdromszog minden szoge biztosan 60°?. ,,Az az eljdrds, amelyet szabdlyos hat-
sz0g szerkesztésére adunk, biztosan helyes?”. ,Ha 1-t6l kezdve az dsszes pdratlan szdmot
dosszeadjuk valameddig, akkor biztosan négyzetszdam lesz az dsszeg?”. Természetesen elére
lerogzitjiik azt az ,,alap”-ot, amelynek igazsagara hivatkozva kijelenthetjiik ezek igazsa-
gat is.

A halmazok témadjanak targyalasa eleinte kevesebb problémat rejt. Ismételjitk a
kordbban mar tanult fogalmakat, ezekkel a korabbiakndl mar bonyolultabb feladato-
kat oldunk meg. A feladatok a kozoktatasbdl is mar ismerds, ott stirtin elé6fordulé hal-
mazokhoz kapcsolddnak (pl. természetes szamok tobbszorosségével kapcsolatos hal-
mazok, a szimegyenes halmazai, egy osztaly tanuldinak halmazai).

A nehezebb részek késobb jelentkeznek, ahol kevésbé ismert vagy esetleg teljesen j
fogalmak keriilnek el6, tovabbad ott, ahol a halmazoknak a matematika tobbi részterii-
letében betoltott szerepérdl van szo. Ilyen 1j fogalom pl. a halmazok Descartes-szorza-
tanak fogalma, amely — ,,szemléletesen szolva” — bizonyos elempéarok halmazat jelenti.
Ezt azért kell targyalni, mert kozponti szerepet tolt be olyan fontos és gyakran hasznélt
matematikai fogalmak esetében, mint a reldcid, a hozzarendelés, a miivelet. Egyszerti és
»szemléletes” példakkal igyeksziink e téma matematikai tartalmat ,,érzékeltetni”. Ehhez
persze valamennyi elvontsag és formalizmus mindenképpen sziikséges, de csak annyit
alkalmazunk, amennyinek a megértése ezen a szinten sziikséges és el is varhato.
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A miasik, tobb témadban is fontos fogalom a halmazok ugyanannyi elemtisége (ekvi-
valencidja). Ez nem teljesen ismeretlen, mert a Matematika II. gyakorlaton és el6addson
mar szerepelt. Ennek ellenére mindenképpen ismétlésre szorul: Gjbol feldolgozzuk a
korabbrdl ismert példakat, amelyek kozott olyan ,,meglepd” eredmény is szerepel, mint
pl. az Gsszes természetes szam halmaza ugyanannyi elemd a paros természetes szamok
halmazaval. A tovabbiakban két mésik témahoz is kapcsoljuk az ugyanannyi elemtiség
fogalmat. Egyrészt e fogalmat ,megkozelitjik” a fuggvény fogalmaval is, masrészt e
fogalommal adjuk meg a végtelen halmaz fogalmat. Halmazok végességét-végtelensé-
gét korabban, a Matematika II. gyakorlaton mar érintettiik, de ott csak ,szemléletes”
alapon. Itt, ezen a matematika miiveltségi teriiletes kurzuson mar meg lehet kisérelni a
tovabblépést a ,,matematikailag pontos” fogalomra.

Egy halmaz véges vagy végtelen volta mar a kozoktatasban is elékeriil valamilyen
szinten, ez egy ,érdekes” téma. De, sajnos, tapasztalatunk szerint tul gyakran hasz-
naljak a ,végtelen” szt az oktatdsban: olyankor is emlitik, amikor nem kellene, vagy
nem ezt kellene. Ezaltal pedig ,0sszekeverednek” bizonyos fogalmak tartalmai, és
»ellentmondasossd” vélik az adott téma. Azért is hozzuk széba e kurzuson is a végte-
lenség kérdéskorét, hogy felhivjuk a figyelmet a ,,veszélyekre” is. A matematika ugyanis
tobb szempontbdl is vizsgalja a ,végesség — vég nélkiiliség” kérdéskort. A véges, illetve
végtelen halmaz mellett idetartoznak pl. a ,korlatos, illetve nem korlatos” szam- vagy
ponthalmaz fogalomparok is, amelyeket a Matematika I. és II. gyakorlatokon mar érin-
tettiink. Tovabba késdbb, a miiveltségteriilet Geometria kurzusdn vézlatosan sz6 lesz
majd a ,hatarolt, illetve hatartalan’, a ,,nyilt, illetve zart” és a ,van, illetve nincs hossza
(teriilete)” fogalomparokrdl is. Itt, a halmazok kapcsan, néhany példat emlitiink az e
fogalmak kozti killonbségek ,,érzékeltetésére”

Természetesen az el6bb emlitett nehéz témakat mind csak a feltétlentil sziikséges
szintig és kell6 dvatossaggal targyaljuk, hiszen ezek mélyebb megértéséhez komoly
absztrakcids képesség és sok eléismeret kell.

Kombinatorika, valésziniiségi alapok

Az 6sszeszamlalas, a rendszerezés, amik a kombinatorika alapjainak tekinthet6k, mar
az also6 tagozaton megjelennek a matematikai oktatasban, ahogy az a 2020-as NAT-hoz
illeszked6 tartalmi szabalyozok kozott is olvashatd (Kerettanterv az dltaldnos iskola
1-4. évfolyama szamdra — Matematika 1-4. évfolyam). A ,Rendszerezés, rendszerkép-
zés” témakorben az elemek rendszerezéséhez tobbféle modszer is hasznalatos, az egy-
szeru felsorolds mellett a tdblazatos elrendezés és a fadiagram (dgrajz) is szerepet kap.
Ezen mddszerek elsajatitdsa, gyakorlott hasznalata természetesen fejleszti a gyerekek
gondolkodasat, raaddsul 9sszeszamlélasra minden embernek egész élete soran sziik-
sége lehet, akar mindennapi problémak esetén is. Az alsds gyerekek ezen gondolkodasi
sémakat késGbbi tanulmanyaik soran is sokszor fogjak hasznalni, akar tovabbfejlesztett
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formaban, absztraktabban, illetve feln6tt munkajuk sordn is gyakran sziikségiik lehet
rendszerezett gondolkodasukra. Az is konnyedén elképzelhet, hogy attél még, hogy
egy feln6tt nem rajzol maganak szemléltetd segédleteket, aktivan hasznalja azokat, csak
éppen gondolatban. Kombinatorikai alapok megjelennek tovabba az alsos ,Valdszint-
ségi gondolkodds” témakorben is: véletlen események bekovetkezéseinek Osszeszam-
lalasa, abrazolasa kiilonféle médokon, példaul strigulazassal, diagrammal, téblazatba
rogzitéssel. Az itt megjelend alapgondolatok is természetesen tovabb érlelédnek éle-
tiink soran: az iskolaban, adott esetben az egyetemen vagy a munkaban. Emellett a hét-
koznapok soran is folyamatosan taldlkozunk olyan eseményekkel, amikor hasznos, ha
ki tudjuk kovetkeztetni, mire érdemes fogadni, mire érdemes szamitani, mi valdszind,
és mi valoszinttlen.

A kombinatorika alsés része tobb matematikakurzuson is elékeriil a tanité szakos
képzésben, ezek minden tanité szakos hallgaténak kételezGen teljesitendd kurzusok
soran jelennek meg. A didkok tobb félévben is talalkoznak ezen témaval (is), ami még
inkabb elmélyiti, megerdsiti, fejleszti tudasukat, ami altal nagyobb tudasd, magabizto-
sabb tanitokkd valhatnak. Az els6évesek a Matematika I. gyakorlaton, mig késébb, a
Matematika tantargy-pedagdgia III. gyakorlaton fejlesztik ilyen iranyd kompetenciai-
kat (bévebben itt olvashatd err6l: Kérus, 2017, 2020). Ezen érakon mind a matematika,
mind az egyéb muveltségteriiletet valaszto hallgatok egyarant részt vesznek.

Természetesen a fels6s didkok is talalkoznak az iskolaban kombinatorikaval a mate-
matikaodraikon (Kerettanterv az dltaldnos iskola 5-8. évfolyama szamdra - Matematika
5-8. évfolyam). A ,Matematikai logika, kombinatorika” témakorben megfogalmazot-
tak szerint cél, hogy a gyerekek az 6sszeszamlalasi feladatok megoldasa soran tudjak
alkalmazni az Osszes eset dttekintéséhez sziikséges modszereket. A fejlesztési feladatok
kozé tartoznak: kis elemszamu halmaz elemeinek sorba rendezése mindennapi életbdl
vett példakkal; néhany szamkartyat tartalmazo készlet elemeibdl adott feltételeknek
megfelel6 szamok alkotasa; az 9sszes eset eldallitasa sordn rendszerezési sémak hasz-
nélata (tablazat, agrajz, szisztematikus felsorolas).

A szemeszter elején a skatulyaelvvel foglalkozunk: ez egy egyszer( éllitds, amely
néhany perc alatt megfogalmazhatd, az alapveté muveltség része, és szamos alkalma-
zasa van a valo életben is. Itt tobb gyakorlati példat is megoldunk a hallgatokkal, hogy
az elv hasznélata vilagos legyen. Ilyen példa a kovetkezo:

- Egy iskoldban 52 tandr van, ill. 745 didk, akik 20 osztilyba jarnak. A kovetkezd

dallitasok koziil melyik igaz rdjuk?

a) Biztosan van olyan osztdly, amelybe legaldbb 38 tanuld jar.

b) Biztosan van olyan didk, aki az év ugyanazon napjdn sziiletett, mint valamelyik

tandr.

c) Az év minden napjin valamelyik didknak sziiletésnapja van.

d) Biztosan van olyan hénapja az évnek, amelyben legaldbb 5 tandrnak van sziiletés-

napja.
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Fontos, hogy akar egy tanitd, akar egy didk ne ,,ész nélkiil” alljon neki egy probléma
megoldasanak, mert, mint azt a fenti példa is mutatja, az, hogy van elméleti tudasunk,
még nem jelenti azt, hogy mindig alkalmazhaté az adott elv (skatulyaelv), sokszor a
kézzel felirt probalkozas a célravezetd, ez az altalanos iskolaban is gyakran tetten érheto.

A folytatasban kis elemszamu halmazok elemeinek sorba rendezésével foglalko-
zunk, a sorrendeket szakszdval permutacioknak nevezziik. A kézépiskolai években ez
a szakszd is hasznalatos, és hallgatoink ezt a kifejezést altalaban ismerik, igy hasznaljuk
is orakon (a tobbi, késébb emlitett szakkifejezéssel egyiitt). Azonban a {6 szempont
a tartalom megjelenitése, hiszen az altalanos iskoldban is ez a lényeges, nem az elne-
vezés. Altaldban a mindennapi életbdl vesziink példakat, elészor egyszeriibb, késébb
Osszetettebb feladatokat is megoldunk oran. A kovetkezd példa elsé két része atlagos
nehézségli, mig az utolso két rész nehezebb, gondolkodtatobb:

- 5 hazaspadr érkezik vendégségbe.

a) Hanyféle sorrendben léphetnek be egyesével az ajton?

b) Hanyféle sorrendben léphetnek be egyesével az ajton, ha mindegyik férj kozvetleniil

a felesége utdn lép be?

¢) Hanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré?

d) Hanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré, ha mindegyik férj a felesége mellett til?

A halmazok elemeinek sorba rendezése utan kivalasztasok lehetséges szamaval fog-
lalkozunk. Amennyiben szamit a kivélasztas sorrendje is, variaciokrdl beszéliink. Itt
- tobb egyéb tipust példa mellett - megoldandd probléma lehet néhany szamkartyat
tartalmazo készlet elemeibdl adott feltételeknek megfelelé szamok alkotasa:

- Hdny hdromjegyti, pdratlan szdm készithetd a 0, 1, 3, 5, 7 szdmkdrtydkbdl?

A fenti példa nem trividlis, kis kihivast jelenthet, mert nem feltétleniil alkalmaz-
hat6 a kozépiskolabol megszokott ,.felirok egy képletet, és kész a feladat” hozzaallas,
inkabb célszerii atgondolni a lehetséges eseteket, akdr dgrajz segitségével, vagy éppen
szisztematikus felsorolassal. Rdadasul a jegyek kozott a 0 is szerepel, ami kritikus pont
tud lenni, gondoljunk csak arra, hogy gyakran keverik a gyerekek, hogy a 0 paros-e,
pozitiv-e, ezeket is célszert tobbszor rogziteni a fejekben.

Amennyiben olyan kivélasztasok lehetséges szdméval foglalkozunk, amelyben a
kivalasztott elemek sorrendje nem szamit, kombinaciokrdl beszéliink. Itt a legegysze-
riibb példak sem trividlisak, azonban a hallgatoknak ebben a témakdrben is rendel-
kezniiik kell tuddssal, gyakorlattal. Példaul, ha arra gondolunk, hogy ,,Hdnyféleképpen
tudunk ot gyerekbdl kettét kivalasztani (ha a sorrendjiik nem szdmit)?”, akkor ez a prob-
léma feladhat6 akar alsds matematikadran is, hiszen megoldhato felsoroldssal, de érde-
kes atgondolni kombinaciok szamanak meghatarozasaval is, ugyanaz a végeredmény
adodik mindkét modszerrel. Vagy gondoljunk a kovetkezd példara:

~ Hdnyféleképpen lehet az dbrdrdl leolvasni a TANITONO sz6t, ha csak jobbra és lefelé

léphetsz?  TANITO
ANITON
NITONO
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Ilyen tipusu példak is szerepelhetnek alsds matematikai feladatként, hiszen az esetek
felsorolhatdk, van egy ,tritkkds” megoldas is (szamozassal), illetve a feladat megold-
hat6é kombinacidk szamanak meghatdrozasaval is - természetesen mindharom eset-
ben azonos végeredményt kapva. Az ilyen példak jol szemléltetik, hogy tobbféle szem-
sz0gbdl, tobbféle modszerrel kozelithetiink meg egy adott problémat, ez segiti a tudas
elmélyitését.

A fenti kombinatorikai problémakéroket szisztematikusan, egymas utan targyaljuk,
részletekbe menden, megfelelé alapot képezve. A félév soran azonban adédik olyan
alkalom is, amikor a hallgatoknak olyan példakat kell atgondolniuk, amelyek esetén
elre nem kozoljik, melyik résztémaba tartozik az adott probléma, hanem nekik kell
rajonniiik erre, vagy legalabbis meg kell tudniuk oldani azokat. Ez tobbnyire izgalmas
és nem egyszer( feladat szamukra.

A kombinatorikai témakorok utan a valdszintiség alapjaival foglalkozunk. Itt szamos
olyan fogalom megértésére van sziikség, mint pl. valoszintiségi kisérlet, elemi esemény,
eseménytér, esemény, gyakorisag, valoszinliség, amelyek nem egyszert konstrukciok,
sokszor absztraktak. Ennek elésegitésére, a sziikséges definiciok mellett, sok példat
mutatunk, amelyek gyakorlati tartalommal egészitik ki az emlitett fogalmakat. Tébbféle
kisérlettel kapcsolatban valaszolunk meg kérdéseket, ezek kozott emlithetjiik pl. a koc-
kadobast, a pénzérmefeldobast, a kartyahuzast. A problémak megoldésa soran sokszor
sziikség van kombinatorikai megfontolasra, akar mar akkor is, amikor valdszintségrol
még nem is beszéliink, példaul:

- Tekintsiik a kovetkezd kisérletet: Feldobunk hdrom kiilonbozd pénzérmét, és mind-
egyik érménél figyeljiik, hogy fejet vagy irdst dobtunk. Adj meg egy lehetetlen; egy
lehetséges, de nem biztos és egy biztos eseményt! Ird fel a kovetkezd eseményeket
alkoté elemi eseményeket:

A: Pontosan egy fejet dobtunk.

B: Legalabb egy fejet dobtunk.

Azon problémak, amelyekben a valdszintiség is megjelenik, két {6 tipusba sorol-
haték. Az egyik f6 tipus, amikor a ,klasszikus” moédszerrel kiszamithato a keresett
val6szintiség. Ilyenkor a kombinatorika nagyon hangsuilyos, mivel mind a ,,megfelel’,
mind az dsszes eset szamanak meghatdrozasa tulajdonképpen egy-egy kombinatorikai
részfeladatnak tekinthetd. Elegendd a kovetkez példara gondolnunk:

- »Egy dobozban 7 db golyé van, melyek 1-t6l 7-ig szdmozottak. Visszatevés nélkiil
sorban kihtiztuk mind a 7 golydt. Mennyi a valdsziniisége, hogy a pdratlan szamokat
hiiztuk ki el6szor?”

A masik f6 tipusba a geometriai moédszerrel megoldhaté valdszintiségi feladatokat
soroljuk. Ilyen példdkat is megoldunk az érakon, ezekben a kombinatorika nem vagy
alig jelenik meg, itt természetesen a geometriai ismeretek megléte fontos. A félévet
néhdny valészintliségi paradoxon bemutatasaval zarjuk.
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Osszegzés

A halmazok, a logika és a kombinatorika témakorokkel a hallgatok az egyetemen rész-
letesen megismerkednek. Szem elétt tartjuk a 2020-as NAT-hoz illeszkedd tartalmi
szabélyozokat és azt, hogy a tanit6 szakosok megismerkedjenek a sziikséges alapokkal,
és képesek legyenek azokat hasznalni, ami késébbi munkajuk soran elengedhetetlen.
Mindazonaltal ahhoz, hogy magabiztos pedagogusok lehessenek, valamint tehetség-
gondozasban is részt tudjanak venni, sziikséges mélyebben ismerniiik az adott témakat,
mint az a korosztaly, amelyiknek az orait tartjdk majd a jovében. A fent bemutatott
A matematika alapjai kurzus ehhez megfelelden hozzajarul, amit kiegészit tobb mate-
matikai és egyéb tartalmu targy is.
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