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Bevezet6
,Azt kellene kérdezni, kinek a tud4sa a legjobb, nem azt,
hogy ki tud a legtébbet”

(Montaigne)

A matematikai tudés kettds: egyrészt olyan ismeretekbdl all, amelyek a matematika, mint
rendszer, mint tudomény alapjat képezik - ez a ,tudni mit” jelleg(i tudas, masrészt olyan
eljarasokbol, gondolkodasmédokbdl, stratégidkbol tevidik dssze, amelyek megmutatjak,
hogyan oldjuk meg a matematikai problémékat - ez a ,tudni hogyan” jellegii tudés. A ket-
t6 szoros osszefiiggésben 4ll egymassal, egyik sem miikodik a masik nélkiil (Bruner
2004). Az utébbi, a ,tudni hogyan” jellegli tudas alatt értjiik azokat a készségeket, képes-
ségeket, amelyekre a matematikai kompetencia kifejezést hasznéljuk. A kiilénb$z6 forré-
sok mas-mas médon kozelitik meg a matematikai kompetenciat. A nehezen megfogal-
mazhaté definicié helyett egyre elterjedtebb a nemzetkozi szakirodalomban a matemati-
kai kompetencia kovetkezd (ligy nevezett PISA-féle) komponensekre valé osztasa (Niss
2003a, b):

1. | Matematikai gondolkodas Képességek, melyek a matematikaval kapcsola-
2. | Problémafelvetés és -megoldas tos kérdésfelvetéssel és vilaszadéssal kapcsola-
3. | Modellalkotés togak.

4. | Ervelés, bizonyitas

5. | Reprezentacié Készségek és képességek, melyek a matematika
6. Szimboélumok és formalizmus nyelvezetével és eszkozeivel kapcsolatosak.

7. | Matematikai kommunikacié

8. | Matematikai eszkozhasznalat

1. tablazat: PISA-kompetencidk

Az intelligencia faktoranalizise és a tartalmi elemzések alapjan e nyolc komponens to-
vabbi készségekre, képességekre bonthatd. Ezek kozott vannak szorosan a matematikai
megismeréshez kapcsol6dok, és vannak éltalanosabb gondolkodasi, tanulasi, tudasszerzd,
kommunikacios készségek és képességek is.

Egy besorolasuk a fenti komponensek alé a kovetkez6 lehet:

Matematikai gondolkodas: rendszerezés, kombinativitas, analizis, szintézis,
analégias gondolkodas, logikai kivetkeztetés,
valésziniiségi kovetkeztetés.

e Problémafelvetés és -megoldds: problémaérzékenység, problémareprezentacio,
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szovegértés, szovegértelmezés, eredetiség, haj-
lékonysag, rugalmassag, transzferalas, divergens
és konvergens gondolkodas, feladattartas, krea-

tivitas.

3. Modellalkotés: tervezés, tervszeriiség, rész-egész észlelés, osz-
szefiiggések keresése, asszociativ memoria,
metakognicio.

4. Ervelés, bizonyitas: deduktiv és induktiv kévetkeztetés, itéléképes-

ség, igazsagérzet, altalanositas, logikai kovetkez-
tetés, ok-okozati viszonyok felismerése.

¥ Reprezentacio: 4brazolas, térlatas, térbeli viszonyok észlelése,
transzferalds, prezentacio, rész-egész észlelés.
6. Szimb6lumok és formalizmus: szimbolikus gondolkodas képessége, emlékezet,

fiiggvényszeri gondolkodas, algoritmikus gon-
dolkodas, értelmes memoria, osszefiiggések fel-
ismerése.

Zn Matematikai kommunikacié: relaci6 szokincs, érvelés, onreflexio,
metakognicid, narrativ memoria, szévegértés,
szovegértelmezés, figyelem.

8. Matematikai eszkdzhasznélat: szamlalas-szamolas készsége, becslés, mennyi-
ségi kovetkeztetés, mérés, deduktiv és induktiv
gondolkodas, feladat-megoldasi sebesség, algo-
ritmikus gondolkodas.

2. tablazat: Készségek és képességek besoroldsa

A felsorolas nyilvan nem teljes, és azt hiszem, soha nem is lesz az. Egy méas megkézeli-
tésb6l mas készségeket és képességeket is fel lehetne sorolni, esetleg egy-egy képesség
tobb komponens ala is besorolhaté (mint ahogy én is tettem). Ugy gondolom, minél tob-
bet tudunk meg az emberi megismerésrdl és gondolkodasrél annél részletesebb felsoro-
last adhatunk (Pléh 1998).

2000 6ta, az Eurépai Unié Lisszaboni Konferencidja nyoman megfogalmazott ajanla-
sok és a kulcskompetencidk meghatarozasa utdn hazankban is egyre tébb olyan kiadvany
jelent meg, amely a készségek és képességek fejlesztését célozza (Csap6 2003). A NAT
koncepciéja is erre épiil, tankonyvcsalddok és feladatgy(ijtemények, oktatési program-
csomagok jelentek meg ebben a szellemben. Az \ij tendencidk megjelentek a tanarképzés-
ben is (Czeglédy 2010). Az ij médszerek, ha lassan is, de kezdenek elterjedni a kozokta-
tasban. A palettabdl mégis hidnyzik valami: az értékelés tovabbra is a hagyomanyos, tel-
jesitmény kozponti. Ha a matematikaoktatas fontos célja a készségek és képességek fej-
lesztése, akkor ennek meg kellene jelennie az értékelésben is a targyi tudas mérése mel-
lett. A probléma az, hogy a képességeket sokkal nehezebb értékelni, mint a targyi tudast,
a matematikai ismereteket. Az Orszagos kompetenciamérés értékelési rendszere megle-
hetésen bonyolult, igy ezt nehéz lenne a hétkéznapi hasznélatba atiiltetni. Olyan méd-
szerre lenne sziikség, melynek segitségével a matematikatanar felismeri és fel tudja mér-
ni a tanuldk feladatmegoldasaiban megjelené matematikai képességeket, készségeket.
Ehhez szeretnék segitséget nyujtani a kovetkezdkben néhany tanuldk éltal adott feladat-
megoldas elemzésével.



Feladatok elemzése a matematikai készségek, képességek szempontjabol

Ahhoz, hogy egy ilyen elemzéshez hozzékezdjiink, ,bele kell helyezkedniink a didkjaink
elméjébe, és amennyire lehet, megprébdlni megérteni fogalmaik forrdsait és erdésségeit”
(Gardner 1991). A tapasztalt matematikatanar gyakran érzi azt egy dolgozat javitisa
kozben, hogy egyik didk (esetleg hib4s, nem teljes) megoldésa ,tobbet ér”, mint egy masik
hasonl6 megoldés, mert van benne valami, amit nehéz megragadni, mégis értékesebbnek
tartjuk. Ez a nehezen kérvonalazhat6 valami a matematikai kompetencia, amely akkor is
megnyilvanulhat, ha a tanulé targyi tuddsa az adott teriileten hidnyos, vagy szamolasi hi-
bat vétett. Természetesen az lenne az elérendd cél, hogy a kompetencidk és a targyi tudas
egyszerre jelenjenek meg a megoldasban. A targyi tudas mérésére jol bevalt médszereink
vannak, a matematika érettségi feladatok javitasi és pontozasi itmutatéja ehhez nagyon
j6 timpontot ad. A tanar fejleszté munkajahoz és a tanul6k ismereteinek alaposabb fel-
méréséhez azonban meg kell prébalnunk mas szemmel (is) nézni a feladatok megoldasa-
it. Fel kell tudni ismerni, hogy a feladatmegoldas, problémamegoldés soran milyen kés-
zségek, képességek aktivizalodtak, és melyek nem (ez segit eldonteni a tovabbi fejlesztés
irdnyét is). Természetesen, egy adott feladat vagy probléma nem igényli az 6sszes mate-
matikai jellegli gondolkodasi képesség, készség alkalmazasat egyszerre - a tanér feladata,
hogy beazonositsa, melyek sziikségesek az adott feladat megoldasahoz. Tanari palyam
hisz éve alatt sok és sokféle tanul6i feladatmegoldéassal talalkoztam. Ezekbdl szeretnék
néhanyat bemutatni, elemezve a benniik megjelené matematikai kompetenciékat. A fela-
datok kozott van 6rai munka, felmérés, dolgozat feladata - ezt jelzem az adott feladat le-
frasanal. Mind 6nall6 tanul6i munka. A feladatok megold6i kozépiskolai tanuldk, tébbsé-
giik az egri Eszterhazy Karoly Gyakorlé Gimnéazium diakja.

1. példa: térgeometria, 12. évfolyam, érai munka (1. dbra)
A feladat: Mekkora annak a szabdlyos 24 oldalii egyenes guldnak a térfogata, amelynek
alapéle 1,9 cm, és az oldallapok alaplappal bezdrt szége 87°11°?

Az (1. dbra) mutatja a feladat megoldasat. Minden szoveges feladat megoldasanak alapja
a szovegértés, szovegértelmezés, ennek hidnydban a tanulék el sem tudnak kezdeni a fe-
ladat megoldasat. A térgeometria feladatokhoz szintén fontos a térlatds, ami a feladathoz
készitett dbrak alapjan jonak mondhaté: az els6ként készitett &bran nem latszanak meg-
felel6en az adatok, ezért a tanul6 készitett egy alkalmasabb nézetet. J6 a reprezentécios
képessége, az abréazolas alkalmas a feladat megoldasahoz. A tanul6 tervszeriien dolgozott,
jol haszndlta a matematikai szimb6lumokat, megtaldlta a sziikséges Osszefiiggéseket,
mennyiségi kovetkeztetéseket hasznalt (a B és y szogek meghatarozasa). A szamolégép
hasznalatéban jartas, azt célszer(ien hasznalta. Fejlett az analitikus-szintetikus gondolko-
désa. ol latszik a gyakorlottsdg a megoldésban, nincsenek felesleges 1épések, j6 a feladat-
tartasa. Természetesen egy j6 megoldasrol sokféle képesség leolvashat6, de a kevésbé
latvanyos megoldasokbol is sok hasznos informéci6t szerezhet a tanar.

2. példa: halmazelmélet, 9. évfolyam, dolgozat feladata (2. dbra)

A feladat: Az M:={a; b; ¢; d; e; f} alaphalmaz A, B, és C részhalmazairdl a kévetkezdket tud-
juk: ANB={b}, (AUB) NC={e; f}, A\C={b; ¢; d}, C\B={a; e}. Hatdrozza meg az A, B, C halma-
zokat!
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A tanul6 helyesen értelmezte a f6leg matematikai szimbélumokkal leirt feladatot (szé-
vegértelmezés), és megfelelden reprezentélta azt (2. dbra). Az adatok kozti dsszefiiggése-
ket érti, azokat helyesen rendszerezi. J61 hasznalja a deduktiv kovetkeztetést és a mate-
matikai szimbélumokat. Egy Uj momentum is megjelenik: a Venn-diagramban a kisatiro-
zott, el6szor ,rossz” helyen megjelenitett elemek az onreflexié képességét mutatjak, és a
torekvést a teljes megoldasra.

3. példa: gondolkodasi modszerek, 10. osztaly, kompetencia-felmérés (3. dbra és 4. dbra)
A feladat: Eniké bankkdrtydjdnak négyjegyti PIN- kédjdt a kivetkezéképpen titkositva irja
noteszébe:

- a szdmban eggyel tobb az ezres, mint a tizes;

- az ezresek és tizesek szimdnak szorzata megegyezik a szdzasok és tizesek szdmdnak
szorzatdval;

- a szdm éppen tizenegyszerese az utolsé harom jeqybél dllé szdménak;

- a szdm a 10 tébbszorése.

Fejtsiik meg a kédot!

Ennek a feladatnak két kiilonb6z8 tanuléi megoldasat mutatom be. Az elsé megoldasban
(3. dbra) nyomon kovethets az sszefiiggések keresése, a szimbolikus gondolkodas -
ugyan még sajatsagos egyedi szimb6lumokat hasznal, de ezzel mar eléri azt, ami a mate-
matikai szimb6lumok egyik fontos szerepe: a gondolkodas megkonnyitése, a munkame-
moria teriileteinek felszabaditasa. J6l reprezentélja a feladatot, érti és értelmezi a szove-
get, helyes a logikai kovetkeztetése. Sokkal tobbet végez ,fejben”, mint amennyit lejegyez,
mégis gondolkodasa jol kovethetd. A mésodik megoldasa ugyanennek a feladatnak (4. db-
ra) egy teljesen eltéré gondolkodésrol tantiskodik: 6 is j61 értelmezi a feladat szovegét, de
mésképpen reprezentélja. Ez a megoldés a tervszer{iségrél, a j6 kombinativitasrél, az 6sz-
szefiiggések keresésérél és végiil a helyes logikai kovetkeztetésrdl arulkodik. Az el6z6 ta-
nuléhoz képest sokkal konkrétabb a gondolkodasa, szimbolikus gondolkodésa még ke-
vésbé fejlett, de szamolasi készsége és feladattartasa szintén jo.

4. példa: geometriai szamitdsok, 11. évfolyam, felméré (5. dbra)

A feladat: Egy derékszogti trapézba kor frhaté.

a) Mekkora a beleirhaté kir sugara, ha az alapok hossza 4 cm és 12 cm, a nem derékszogii
szdr pedig 1 dm?

b) Mekkordk az alapon fekvé szogek?

c) Mekkora a trapéz korén kiviili teriilete? Hany szdzaléka ez az eredeti trapéz teriiletének?

A j6 szovegértést és értelmezést mutatja a helyes abrazolas (5. dbra). Bar nincs tulsago-
san részletezve a megoldas, a tervszeriiség és az analitikus gondolkodas nyomon kévet-
het6 benne. J6l valasztotta ki a sziikséges dsszefiiggéseket, deduktiv kovetkeztetést vég-
zett a képletek alkalmazasakor. |6 a szamolasi készsége és az elektronikus szamologépet
is megfelel6 helyen alkalmazta. Ez egy ,sziikszavi”, célratord, de teljes megoldas. J6 a fe-
ladattartasa és teljes megoldasra torekedett.

5. példa: rendszerezd osszefoglalds, 12. évfolyam, dolgozat (6. dbra)

Oldd meg a kévetkezé egyenleteket, egyenlétlenségeket a valds szimok lehetd leghGvebb
halmazdn, melyen értelmezhetd! Add meg az alaphalmazt!



..d) lg(x-2)+lg(27-x)<2

Bar ez a megoldas nem teljes (6. dbra), mégis nagyon sok matematikai képességrol ta-
nuskodik: a szimbolikus és az algoritmikus gondolkodasrdl, a tanult dsszefiiggések kere-
sésérdl, a szamolasi készségrol, a matematikai eszkdzhasznalat fejlettségérél. De azt is le-
olvashatjuk réla, hogy a feladattartas nem elég j6, nem viszi végig a feladatot. Nem torek-
szik a teljes megoldasra, hidnyzik az dnreflexié a végén (bar a feladat elején még jelen
volt, ott még javitotta hibjat). Ennek okai sokfélék lehetnek: példaul az id6 vagy a moti-
vaci6 hidnya - ezt a tanar a tanulét ismerve meg tudja allapitani.

Miért tartom fontosnak ezt a lataismodot?

A bemutatott tanul6i megoldasok csak egy-egy Kiragadott példat jelentenek. Bizonyara
sok hasonldt latott mar az olvasd is, és még sok mas példat is lehetne hozni. Célom az volt,
hogy megmutassam, nemcsak az eredmény helyessége szempontjaboél lehet vizsgélni egy-
egy megoldast, hanem a felhasznalt matematikai készségek, képességek szempontjabél is.
Szemléletvaltas sziikséges az értékelésben is, nemcsak a tanitasi modszerekben. A kés-
zségek, képességek fejlesztését akkor lehet jol végezni, ha a fejleszté6 munka eredményét
is elemezni tudjuk. Ez a latdsméd ad lehetdséget arra, hogy a tovabbi fejlesztés irdnyat
meghatarozzuk, felmérjiik az erésségeket és a gyengeségeket mind a tanulék munkaiban,
mind a sajét tanitasi gyakorlatunkban.

Az értékelésben ezt valéban nehezebb megjeleniteni, mint a matematikai teljesit-
ményt. Hogy mégis hogyan lehet, arra egy korébbi cikkemben (Téglasi 2010) mutattam
médszert, és osszehasonlitast a képességek és a teljesitmény kozott. A tanar altal kiadott
feladatok ilyen nézpontbdl valé elemzésére Czeglédy (2006) cikkében talalunk példat.

Ezt a szemléletvaltast mar a tanarképzésben kell elkezdeni (feladatok elemzése abbél
a szempontbél, hogy milyen képességeket, készségeket fejleszt). A kezd6 tanar szdmara
talan még fontosabb ennek a szemléletmddnak a tudatositdsa, mint a mar gyakorlattal
rendelkezéknek, hiszen a gyakorlat kialakitja benniink ezt a latdsmédot. A gyakorlé tana-
rok szdméra a kompetencidk fejlesztéséhez hasznos médszerekrél, feladattipusokrol
vannak tovabbképzések, hozzaférhetd segédanyagok, de az értékelés atformalasara eddig
nem Keriilt sor. Remélem, frasom ezen a téren egy apro elérelépést jelent.
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